Professeur : Alex Provost 201-NYA-05

Examen 4 (formatif)

Probléme 1 Déterminer une valeur exacte de a.

m e) 2972 = 25%

a) a = sin —
0 f) 1 2)=2
b) a (—7/4) ) logg(a+2) =
¢) a = arctan 1 g) a= UH(IE?/QW tan(z)
-1 : —a
d) — =cosa h) a—xgrlloo?) +3
Probléme 2 Calculer la dérivée des fonctions suivantes
a) a(z) (3x + 1) e) e(x) = eni®)
b) b(z) = cos*(—x) f) f(x) = arcesc(x)
¢) c(r) = xtan(x) g) g(x) = In(arcsin(2z))
d) d(z) = cot(mx) h) h(x) = arctan(4")

Probléme 3 Calculer la dérivée de f(z) = (sinz)” a l'aide de la dérivée logarithmique.

Probléeme 4 En supposant que x et y satisfont ’équation implicite

x
xrcosy = ye”,

d
calculer iy = Y yia 1a dérivation implicite.

dx

Probléme 5 Soit la fonction f(x) = In(1 + 2z%). Pour cet exercice, il est utile de se rappeler des
propriétés graphiques de In z.

a) Expliquer pourquoi f(z) existe pour toutes les valeurs de x € R.
b

) f posseéde un unique zéro. Lequel ?
¢) Montrer que f(z) est toujours positive.
)

d

Etudier la croissance de f a aide d’un tableau de signe et déterminer ses extremums relatifs.

(Indice : f'(x) = ; & justifier.)

x
2224+ 1’
e) Etudier la courbure de f & l'aide d’un tableau de signe et déterminer ses points d’inflexion.

(Indice : f"(z) = 48

m, a JllStlﬁeI‘ )

Probléme 6 Soit la fonction f(z) = e

a) Faire I’étude complete de signe, croissance, concavité et asymptotes de cette fonction puis
tracer une esquisse de son graphique.

b) Trouver les dimensions du rectangle d’aire maximale que 'on peut inscrire entre 'axe des z
et la courbe de f.
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Réponses

a=1/2
a=—v2
a=m/4
a=2r/3
a=—4
a=17
a=—00
a=3

a’(z) = 3cos(3z + 1)
b (x) = 2sin(—z) cos(—x) = —2sin(z) cos(x)

¢ (z) = tan(z) + x sec?(x)

d'(:l:) = —7 CSCQ(WIB)

o (gg) —4 COS(4x)esin(4z)
)= L
/ ) — 2

g'(z) = (1 — 422) arcsin(2z)
;o In(4)4”

h (33) -1 4 42z

3. (sin(x))? (z cot(z) + In(sin(z)))

5.

dy

()

(b)

(c)

~ cos(y) — ey
de

zsin(y) + e®

Le logarithme existe lorsque son argument est stricte-
ment positif; mais puisque z? est positif, 1 + 222 est
strictement positif.

Le logarithme vaut 0 lorsque son argument vaut 1; on
aln(14+222) =0 <= 14222 =1 < 22 =0 <
z = 0.

Le logarithme (de base > 1) est positif lorsque son ar-
gument est > 1; on a In(1+422%) > 1 <= 1+ 222 >
1 «— 222 > 0, ce qui est vrai pour toutes les valeurs
de z.

Alternativement, on a vérifié ci-dessus que f ne pos-
seéde qu’un seul zéro en z = 0; il suffit donc de vérifier
son signe est positif pour une valeur z < 0 ainsi qu’une
valeur z > 0 (tableau de signe).

f est décroissante de —co a 0, puis croissante. Elle pos-
séde donc un minimum en x = 0.

f est convexe de — et concave ailleurs. Elle

1 1
— A —
V2 V2
posséde donc un point d’inflexion en +——.

V2

L L > X

f est strictement positive partout car c’est une fonction
exponentielle.

f ne posséde pas d’asymptote verticale car son domaine
est R; HT f(z) = eT>° = 1/c0 = 0, donc f posséde
r—r oo

une asymptote horizontale y = 0 a gauche et a droite.

f(z) = —2zf(x) posséde un unique zéro (point critique
de f) en x = 0; f est croissante (f'(xz) > 0) lorsque
x <0, et f est décroissante (f'(x) < 0) lorsque z > 0.

f"(x) = 2(22® —1) f(z) posséde deux zéros (points d’in-
flexion de f) en z = £ ——; f est concave entre ces deux

V2

points et convexe ailleurs.

1 1 > T

Pour 'optimisation, si la base du rectangle est 2z, alors

sa hauteur est y = f(x) = efzz. L’aire du rectangle
est A(x) = base X hauteur = 2ze”* = —f'(x), donc
Al(z) = —f"(z) = 2(1 — 212)67I2 (déja calculé au

probléme précédent). Donc le point critique positif est
x = 1/v/2, et c’est un maximum (tableau de signe ou
test de la dérivée seconde, A”'(1/v/2) < 0). Les dimen-

sions du rectangle sont donc V2 x e 12,



