Formulaire sur les propriétés des limites

Définition

f(x) peut étre aussi pres
de L que I’on veut x est

li =
xgr}lf(x) assez pres de a, x # a,
x € dom(f).
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Limites a droite et a gauche
Les limites a droite et a gauche sont définies comme les limites,
mais en ajoutant la condition x > a si x — a™ (& droite) et x < a si
x — a~ (a gauche).

Lien entre limites et limites a droites et a gauches

lim f( )=

x—at

o Si lirnf(x) =L, alors lim f(x) =
xX—a-

e Si lim f( )= lim =L, alors lim f(x).
x—at x—a~ X—a
Egalités de limites
Si F(x) = G(x) pour tout x # a sur un intervalle ouvert ]b, ¢[ conte-

nant a, alors
lim F(x) = lim G(x),

xX—a X—a
si la limite du membre de droite existe.

Cette propriété est aussi valable pour les limites a gauche et a
droite.

Comparaison de limites

Sifx)<g

a que alors

(x) pour tout x dans un intervalle ouvert contenant a on

lim f(x) < lim g(x).

X—a X—a
(Sandwich ou gendarmes) Si f(x)
un intervalle contenant a, alors

lim £(x) = lim h(x)

< g(x) < h(x) pour tout x dans
:L—>;gr‘11g(x) =L

Continuité

Une fonction f est continue en x = a ssi lim f(x)
xX—a

= f(a).

Pour que f soit continue en a, il faut que lim f(x) existe et que
xX—a
f(a) soit défini.

Types de discontinuité
. li_r)n f(x) # f(a) mais la limite existe et f(a) est définie.
X—a

A

Q’

. 1131 f(x) n’existe pas mais f(a) est défini.
X—a

-

e f(a) n’est pas définie mais lim f(x) existe.
xX—a
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e f(a) n’est pas définie et lim f(x) n’existe pas.
x—a
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Propriétés des limites
. )lci%me(x) = Climf(x), CeR.
o lim (f(x)+g <»ﬂgﬂwqgmo
o lim (£(x)g(x) = (1im /(x)) (limg(x))
(x) lim f(x)

. X—a
e lim——= =

e g(v) ~ limg()

Dans chaque cas, on suppose que les limites du membre de droite
existent et qu’il n’y a pas de division par zéro.

Hypotheses de continuité

On suppose que les fonctions suivantes sont continues partout ol
elles sont définies.

e Les fonctions polyndmiales

e Les fonctions rationnelles (rapport de fonctions polynd-
miales)

e Les fonctions algébriques (on ajoute les puissances ration-
nelles)

e Les fonctions transcendantes (exponentielles, logarith-
miques, trigonométriques, puissances quelconques)

Pour chaque fonction continue énumérée, si f(a) est défini, on
peut donc évaluer les limites en utilisant la continuité :

lim f(x) = f(a)-
Limites de fonctions composées
En général, li =1li sib=1i iste.
n général, xlir}lf(g(x)) xlgll)f(x) si b= lim g(x) existe

Une fonction f est continue en b = lim g(x) ssi
x—a

lim f(g(x))

xX—a

=/ (limg(x))

quand la limite du membre de droite existe.



Limites impliquant o, 0" et 0~

Propriétés générales

Sik>0
00+ 00 =00 (oot = oo si k pair
o0 °°k— o0 —oo  si k impair
o+ k=00 n—
k-0 = oo Voo =0 L
o — oo w— _ ) —°° sinimpair
ook — oo {}ﬂ si n pair

Certaines limites 4 I’infini n’existent pas : lim sin(x)7,
X—yo0

lim cos(x)7, lim tan(x) 7.

0t ou0~?

: indéterminé

[elen]

= : indéterminé

Exponentielles
b b>1 b b<1
b = ’
b>® = oo
‘b"" =0"
- e
cosib>1
b”™ = < Indéterminé si b = 1

0si0<b<1

Logarithmes

ylog, (x), 0> 1 log,(x),b < 1
A
log,(e0) =0 log, (07) =0
/ X

log, (1%) =0* log, (1) =0F

\'x
log, (c0) = —o0

g, (0°) = == Bl

Formes indéterminées

Une forme indéterminée est une limite ne pouvant étre évaluée par
les propriétés précédentes sans modifier la fonction donnée. Les
deux résultats importants pour évaluer de telles limites, quand
elles existent, sont les suivant.

Remplacer la fonction On peut remplacer la fonction dont la
limite mene a une forme indéterminée par une autre fonction qui
aura la méme limite si elle existe (par la prop. d’égalité des
limites). On le fait habituellement en simplifiant des facteurs
(x — a) pour transformer F(x) en G(x).

Regle de I’Hospital Si f et g sont deux fonctions dérivables en
x = a dont la dérivée est continue en x = a, et
lim f(x) = lim g(x) = 0 (inf. « 0/0 ») (et si une autre condition
X—a x—a
technique est satisfaite), alors
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si la limite du membre de droite existe.

Formes indéterminées, syntheése des trucs

Forme Résultats possibles Trucs

g 0,k,doo Simplification d’un facteur (x — a)
commun au numérateur et au déno-
minateur ; ce facteur peut s’obtenir
de différentes maniéres , factorisa-
tion, conjugué, dénominateur com-
mun. On peut aussi utiliser la regle
de I’Hospital

Mise en évidence de la plus grande
puissance, inversion du numéra-
teur et du dénominateur et regle
de I’Hospital

Mise en évidence, dénominateur
commun, conjugué, regle de I’Hos-
pital

réécriture sous forme de rapport,
regle de I’'Hospital

logarithme, régle de 1’Hospital
logarithme, régle de 1’Hospital
logarithme, regle de 1’Hospital
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Dans certaines situations, le seul moyen d’établir la limite d’une
fonction donnée est en la comparant a d’autres fonctions dont les
limites sont connues.
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